
0 Vorwort
Diese Broschüre wendet sich an Schüler etwa der Jahrgangsstufe 10, die im Unterricht und zu
Hause mit einem graphischen Taschenrechner arbeiten. Sie will ihnen helfen, den Rechner als
nützliches Werkzeug zu verwenden und so zu einem besseren Verständnis der Mathematik zu
kommen. Gleichermaßen ist es für Lehrer gedacht, die sich in den themenbezogenen Einsatz
des GTR einarbeiten wollen.

Die vier Themen Potenzen und Potenzfunktionen, Exponential- und Logarithmusfunktionen,
Trigonometrie sowie Abbildungen im Koordinatensystem orientieren sich am Lehrplan der
Jahrgangsstufe 10 der bayerischen Realschule, allerdings ohne vollständig zu sein. Die Anwen-
dungen sind aber leicht auf entsprechende andere Schularten, auch in anderen Bundesländern,
zu übertragen.

Der Schwerpunkt liegt bei den Themen, wo sich der TI-83 effektiv zur graphischen Darstel-
lung und zum dynamischen Experimentieren einsetzen lässt. Solche Anwendungen finden sich
speziell bei den Funktionsgraphen, wo z. B. die Abhängigkeit von Formvariablen schnell
deutlich wird. Auch das Entlangfahren auf der Kurve, „trace” genannt, und das dynamische
Entstehen eines Graphen veranschaulichen die Zusammenhänge einer Funktion.

In einem zweiten Bereich kann die Rechenleistung des TI-83 wirksam genutzt werden. Listen
können die Koordinaten von Punktmengen speichern, Matrizen können die Punktmengen
transformieren. Da solche Listen graphisch dargestellt werden können, sind Abbildungen, z. B.
von Dreiecken, sowohl zu berechnen als auch zu zeichnen.

Immer ist aber zu bedenken, dass der TI-83 nur ein numerisches Werkzeug ist, das mit
konkreten Zahlen rechnet. 

An verschiedenen Stellen ergibt sich eine Berührung mit der Informatik. Beispielsweise beim
Thema Dreiecksberechnung werden Algorithmen in der Programmiersprache des TI-83
formuliert. Zur Unterscheidung verschiedener Datentypen wie einfache Variable, Liste,
Funktionsterm, Matrix oder bei Fragen zur Genauigkeit sind Vorkenntnisse aus der Informatik
günstig.

Die mathematischen Inhalte sind meist sehr knapp dargestellt. Auf eine Einführung und exakte
Herleitung der Sätze wird verzichtet. Die meisten Beispiele enthalten eine ausführliche Tasten-
folge und die Wiedergabe der Bildschirmanzeige. Die Broschüre kann also weder ein
Lehrbuch noch das Bedienerhandbuch ersetzen, nur ergänzen. Es soll helfen, den herkömmli-
chen Unterricht durch die Möglichkeiten des TI-83 zu unterstützen, weiterzuentwickeln und
zu verbessern. Die Beispiele sollen zu eigenem, vielleicht vergnüglichem Experimentieren
anregen.
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1 Potenzen, Potenzfunktionen

1.1 Schreiben von Potenzen und Berechnen des Potenzwertes am GTR

1.1.1 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

^��������������
������`A�

Diese Menge lässt sich
auch als Folge bilden:
VHT�[�[������A�

¯̄ mit
\\/,67 236

��VHT�

Mengen von Zahlen können am
TI-83 in geschweiften Klammern,
getrennt durch Kommata, eingege-
ben werden. 
Achtung: entgegen der in der
Mathematik üblichen Schreibweise
lassen sich am TI-83 Zahlenmengen
mit Rechenoperatoren verknüpfen,
z. B.  ergibt {2 4 6}{1, 2, 3} 	 2

Mengen von Potenzen
Beispiel: Quadratzahlen

ab; a F f, b = 2

���A�¯̄
�����¡e¡e$

ee�

�¡e¡e%

ee�

$A% ¯̄

2, 53

ab mit a =17,55 undb = 5
ergibt
17, 555 = 1664890, 2271096875
Der TI-83 kann davon maximal
10 Stellen anzeigen

Potenzen der Form ab mit a F g+ undb F f

Unendliche periodische Dezimalbrüche und irrationale Zahlen können mit dem TI-83 nicht
bearbeitet werden. Statt 4 oder gar � wird daher im folgenden nur eine Teilmenge endlicher
Dezimalbrüche betrachtet, deren Stellenzahl vom TI-83 noch dargestellt werden kann.

�A� ¯̄
�A� ¯̄

das „Hoch-”Zeichen ^
und der Exponent 2
kann auch mit der
Taste�� erreicht
werden:
��� ¯̄

23 = 2 � 2 � 2 = 8
69 =

9 mal

6 � 6 � 6 � 6 � 6 � 6 � 6 � 6 � 6 =

= 10077696
72 = 49

Potenzen der Form ab mit a F f undb F f

DisplayArbeitsschritte
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\\7$%/(

in der Tabelle kann mit
den Cursortasten h`h`
„gescrollt” werden

\\7%/6(7
7EO6WDUW �

∆7EO �

RR�

Funktionsterm für \� 
eingeben:
[��

Eine Wertetabelle der Funktion 
lieferty = x2 mit ID = f, WB f

ebenfalls die Quadratzahlen 1, 4, 9,
16, 25, 36, ...

... \\/,67 236

%�Ã¯e¯e $

...

Für Zahlenmengen, z. B. {1,2,3,}
(„Liste”) muss eine spezielle Listen-
variable gewählt werden, z. B. Ã�
bis Ã� oder auch Ã.. Speichert man
eine Liste trotzdem auf eine
„normale” Variable, z. B. ., so
enthält diese nur die erste Zahl der
Liste.

Potenzen der Form ab mit a F g− undb F f

unter Ã$ ist immer
noch die Menge
{1;2;... 10} abge-
speichert

Potenzen mit negativer Basis und
geraden Exponenten ergeben ein
positives Ergebnis, mit ungeraden
Exponenten ein negatives Ergebnis:

®®�A�

�®®��A�

(im Folgenden wird
meist nicht mehr be-
sonders auf die Taste
®® für das negative
Vorzeichen hinge-
wiesen)

�������A�

Achtung: soll eine negative Basis
potenziert werden, so muss sie mit
ihrem Vorzeichen eingeklammert
und die Klammer potenziert werden.
Die Taste für das negative Vorzei-
chen® darf nicht mit dem Rechen-
zeichen � zur Subtraktion
verwechselt werden!

ergibt 1, aber  ergibt !(−1)2 −12 −1
(−6, 65)5 = −13004, 9362165625

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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�A�

�����A�

�A�

������������A�

Achtung:
�A� ergibt eine
Fehlermeldung!

Eine beliebige Basis hoch 1 ergibt
immer die Basis selbst:

a1 = a; a F g
71; 21, 991

eine beliebige Basis (außer Null)
hoch 1 ergibt immer 1: 

a0 = 1; a F g= {0}
30; (−776925, 35)0

Exponenten 1 und 0

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte

1.1.2 Potenzschreibweise

Da jeder Rechner nur endlich viele Stellen verarbeiten und am Display darstellen kann, wendet
man bei Zahlen mit sehr großem und sehr kleinem Betrag die Potenzschreibweise an:

�Û�100 000=105

123 4567= 1, 23456� 100 000= 1, 23456� 105

�������Û�

1RUPDO: alle Dezimalstellen (max. 10) werden notiert:
���������5553 = 170953875

6FL: Potenzschreibweise (auch wissenschaftliche
Schreibweise):

����������Û�5553 = 1, 70953875� 108

(bei Zahlen mit mehr als 10 Stellen wird automa-
tisch auf Potenzschreibweise umgeschaltet)

(QJ: wie Potenzschreibweise, allerdings so dass 
Exponent ein Vielfaches von 3 ist:

����������Û�5553 = 170, 953875� 106

Im Folgenden ist immer die Einstellung 1RUPDO� gewählt.

Die Darstellung der
Zahlen am Display
wird mit]] vorein-
gestellt. Nach ̄̄
zurück zum „Home”-
Bildschirm mit
\\48,7

Drei verschiedene Schreibweisen für
Zahlen sind möglich.

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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1.1.3 weitere Potenzgesetze

�,am
� an = am+n; a F g = {0} undm,n F

�,am

an = am−n; a F g= {0} undm,n F

�.(am)n = am�n; a F g = {0} undm,n F

�����������Û��

��Û�� ergibt eine
Fehlermeldung!

Die betragsgrößte Zahl, die am
TI-83 dargestellt werden kann, ist 

.9, 999999999� 1099

diese Zahl kann am
TI-83 nicht mehr
dargestellt werden:
Fehlermeldung!

�A��A��Der Term mit dem höchsten Wert,
der aus drei Ziffern zusammenge-
setzt werden kann, ist

 . 999
= 9387420489

Das wäre eine Dezimalzahl mit über
300 Millionen Stellen.

��A��A� ¯̄

�A�A� ¯̄

�A��A�� ¯̄

 (23)4 = 84 = 4096

2(34) = 281 =
= 2417851639229258349412352O
O 2, 417851639� 1024

�A�
�A� ¯̄

�A����� ¯̄

�A� �A� ¯̄�

�A����� ¯̄

������A�
������

A�¯̄
������A�����

¯̄

Beispiele:
25

� 23 = 25+3 = 28 = 256
25

23 = 25−3 = 22 = 4

13, 7994 � 13, 7997 = 13, 7994+7 =
= 13, 79911 =
= 3454011356116, 3291152226701...

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte

1.1.4 Potenzen mit negativen, rationalen und reellen Exponenten

Potenzen der Form ab mit a F g= {0} undb F Z

ee$A®®��wobei
auf $ eine beliebige
Zahl gespeichert ist.
��ee$A�
���ee$�A�

; a−n = 1
an = 1

a
n

a F g= {0}, n F Z

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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��A®®��

��A®®���

�Û®®��
��

Die kleinste positive Zahl, die der
TI-83 kennt, ist . Das ist eine10−99

Dezimalzahl mit einer Null vor und
98 Nullen nach dem Komma,
gefolgt von einer 1.
Kleinere positive Zahlen rundet der
TI-83 ab auf 0.

Potenzen der Form  b ∈ 4ab mit a F g= {0} und

Für „beliebige” Werte
für $ , % und & F g F f

$A�%�&�

A�&�%�

Die Eingabe eines
Rechenzeichens (z. B.
„A” ) ohne vorausge-
henden Term erzeugt
automatisch den Term
„$QV” davor.

a
b
c

c
b = a

b
c �

c
b = a1 = a

ee$

ee$A�����


ee$A�����

�ee$A������A

�

ee$A�����

\\Ð�ee$�

Aus 

 ergibta
1
2 � a

1
2 = a

1
2 + 1

2 = a1 = a

sich . Diese Definitiona
1
2 = a

wird erweitert zu
am

n = n am = ( n a )m

Beispiele:

a
1
2 � a

1
2 = a

a1
6

6
= a

a
1
2 = a

Potenzen der Form ab mit a F g= {0} undb F g

�A\\Ð���

ee$

A\\Ð�ee%�

$A®\®\Ð�ee%�

Die Rechenregeln für Potenzen
können auch auf reelle Exponenten
ausgeweitet werden. Allerdings
behandelt der TI-83 irrationale
Zahlen als endliche Dezimalbrüche!

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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1.2 Potenzfunktionen

1.2.1 Potenzfunktionen y = xn; n F ff

<� ;A^���������
`

(<� und <�
deaktivieren)

Potenzfunktionen mit ungeraden
Exponenten
pm : y = xm; mF {1, 3, 5, 7, ...}.

TT
��=%R[�

Ausschnitt von Hand
wählen

UU � ¯̄
hhhhhh���

Die Graphen aller dieser Potenz-
funktionen gehen durch den Punkt
P(1|1), da  für alle 1n = 1

, ebenso durchn F {2, 4, 6, 8, ...}
Q(-1|1). Sie sind achsensymmetrisch
zur y-Achse.

<� ;A^���������
�`

Potenzfunktionen mit geraden
Exponenten:
pn : y = xn; n F {2, 4, 6, 8, ...}

Der Graph der Funktion p : y = x2

heißt Normalparabel.

]] )XQF
RR�
Funktionsterm für
<� eingeben:
;���

SS�

dann Fensterdaten so
festlegen, dass 1 Pixel
∆x = 0,1 und ∆y = 0,1
entspricht, z. B.
;PLQ ����

;PD[ ���

;VFO �

<PLQ ���

<PD[ ���

<VFO �

;UHV �

VV

p : y = x2; x F g, y F g0
+

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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UU �� ¯̄
hhhhhh���

Die Graphen aller dieser Potenz-
funktionen gehen durch den Punkt
P(1|1) sowie durch Q(-1|-1), da 

 für alle ungeraden n. Sie(−1)n = −1
sind punktsymmetrisch zu O(0|0).

1.2.2 Potenzfunktionen mit negativen Exponenten

<� ;A^���������
������`

Alle diese Hyperbeln gehen durch
die Punkte P (1|1) und Q(-1|1).

<� ;A��Die Hyperbel  ist wie alleh : y = x−2

weiteren mit geradem (negativem)
Exponenten achsensymmetrisch zur
y-Achse.

\\ 7%/6(7
7EO6WDUW ���
 7EO ��

\\ 7$%/(

Für x = 0 ist keine dieser Funktionen
definiert, da  nicht0−n; n F N0
definiert ist. Die Wertetabelle zeigt
dort „(5525”.

<� ;A^���������
�����`

Die Hyperbeln  mith : y = xp

ungeradem (negativem) Exponenten
 sind punkt-p F {−1,−3,−5,−7...}

symmetrisch zum Ursprung und
haben die Punkte P(1|1) und
Q(-1|-1) gemeinsam.

<� ;A��Da , ist der Graph derx−1 = 1
x

Funktion  die bekannteh : y = x−1

Hyperbel.

 hn : y = x−n; x F g = {0}, n F f

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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1.2.3 Potenzfunktionen der Form y = x
1
n

Die Funktion mit  ist nur definiert für positive x.f : y = x
1
n n F f = {1}

<� ;A�^��������
���`A���

Die Kurvenschar

, pn
−1 : y = x

1
n ; n F f

D = g+

stellt die Umkehrfunktionen zu
,pn : y = xn; n F f

dar.D = g+

RR <� ;A�����
VV

Die Umkehrfunktion zu p : y = x2

erhält man als 
 bzw.p−1 : x = y2

.p−1 : y = x
1
2

, , der Graph ist alsoD = g+ W= g+

nur der positive Ast obiger
Umkehrrelation.

RR <� ;Òaktivieren,
\\ '5$:

��'UDZ,QYrr
<�9$56

��)XQFWLRQ���

¯̄ ��<� ¯̄

Der durchgezogene
Graph stellt keine
Funktion dar!

\\ '5$:

��&OU'UDZ löscht
den Graphen wieder.

Der Graph der Umkehrrelation zu 
 ergibt sich durch Spiege-p : y = x2

lung an der 1. Winkelhalbierenden.

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte

1.2.4 Allgemeine Potenzfunktionen der Form y = xa

;  f : y = x
m
n mF Z, n F f undm� n

stellt eine allgemeine Gleichung einer Potenzfunktion dar. Sie lässt sich erweitern auf 
 auf f : y = xa; a F g = {0} g0

+
�g0

+

\\&$7$/2*� dann
blättern bis VHT�
VHT�;yy�;������
¡\¡\Ã�

Die Werte  werden1
2 , 1

3 , 1
4 , ... 1

10
mit VHT� als Zahlenfolge erzeugt
und auf die Listenvariable Ã�
gespeichert.

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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UU � ¯̄
``````���
hhhhhh���

Die Graphen aller dieser Potenz-
funktionen gehen durch den Punkt
A(1|1)!

RR
<� ;A®®Ã�

Fügt man in der Funktionsglei-
chung <� ein negatives Vorzeichen
ein zu <� ;A�Ã�, so ergibt sich
damit ein Schar allgemeiner Potenz-
funktionen mit Exponenten aus .g

−

���\\/,67 236
��DXJPHQW�\\Ã�
�\\Ã��¡\¡\Ã�

Die Anzeige der Liste ist
zu lang für den
Bildschirm: mit aa und
__ kann man nach rechts
und links „scrollen”. 

RR
<� ;AÃ�

VV

Die Folge
Ã� ^������������������`

wird zusammen mit Ã� zu Ã�
zusammengefasst. Die Funktions-
gleichung <� ;AÃ� repräsentiert
damit ein Schar allgemeiner Potenz-
funktionen mit Exponenten aus .g

+

RR
<� ;AÃ�
VV

Fensterdaten einstellenDamit lässt sich eine Funktionsschar

der Form yn = x
1
n , n F [2; 10]

erzeugen.
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2 Exponential- und Logarithmusfunktion

2.1 Exponentialfunktion

Eine Funktion, bei der die Variable x als Exponent einer Potenz vorkommt, heißt
Exponentialfunktion:

; Definitionsmenge , Wertemenge .f : y = ax; a F g+ x F g y F g+

Beispiel:
<� �A;

<� �����A;

sind offenbar achsen-
symmetrisch bzgl. der
y-Achse.

Bei der Spiegelung von  any = ax

der y-Achse wird die Variable x
durch -x ersetzt:
y = a−x

Z y = 1
ax Z y = 1

a
x

Beispiele für Werte
von a:
\� ^�����������
��������`A[
VV

Schar von Exponentialfunktionen
;y = ax; a F g+

alle Graphen gehen durch den Punkt
A(0|1), da  für alle .a0 = 1 a F g+

______...
in negativer x-Rich-
tung nähert sich die
Kurve immer stärker
der x-Achse - diese
bildet eine Asymptote.

UU�z. B.
� ¯̄
ergibt den Punkt
P(2|4).

Mit U kann man die Kurve in
positiver oder negativer x-Richtung
verfolgen.

\� �A[
VV

Die Exponentialfunktion , y = 2x

, verdoppelt ihren y-Wert prox F g
Schritt von ∆x = 1. 

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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2.2 Logarithmusfunktion

RR
<� ORJ�;��
ORJ�^����������
����`�
VV

Schar von Logarithmuskurven:
alle Graphen gehen durch den Punkt
A(1|0) und haben die y-Achse als
Asymptote.

Mit T den
Ausschnitt vergrößern.

Der Graph zeigt: die y-Achse ist
Asymptote, Definitionsbereich 

, Wertebereich .x F g+ y F g

U zeigt die bzgl. 
 gespiegelteny = 2x

Punkte.

\\'5$:
��&OU'UDZ
RR
<� �A;

<� ORJ�;��ORJ��
�

VV ergibt den
gleichen Graphen wie
oben!

Da der TI-83 nur den Logarithmus
zur Basis 10 kennt, muss umgerech-
net werden:

.log2x =
log10x
log102

RR
<� �A;
<� ;
VV
\\'5$:
��'UDZ,QY
rr<�9$56
��)XQFWLRQ ��<�

Umkehrrelation zu :y = 2x

 x = 2y

nach y auflösen ergibt:
 y = log2x

(Logarithmus von x zur Basis 2).

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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2.3 Abbilden von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Erhöht man bei der Funktion  den x-Wert um 1, so ergibt sich:y = 2x

  y = 2x+1 = 2x
� 21 = 2 � 2x.

Würde man den Graphen der Funktion  um 1 nach links verschieben und dann diey = 2x

y-Werte halbieren, so ergäbe sich wieder die gleiche Graph.

Allgemein: 

 mit f : y = ax
→ v
[ f � f � : y = ax+vx + vy = avx

� ax + vy

VV
UU

Graph der Funktion
 y = 2, 5� 3x+1,5 − 2

���¡e¡e$

�¡e¡e%

���¡e¡e&

®®�¡e¡e'

Die Formvariablen a, b, c und d
werden wie folgt belegt:

a = 2,5
b = 3
c = 1,5
d = -2

 f : y = a � bx+c + d

VV
beide Graphen werden
gezeichnet,
U`hU`h
ergibt jeweils die
gleichen y-Koordina-
ten, d. h. beide
Graphen sind identisch

RR
<� �A;

<� ��
�A�;���

Beispiel:
Die zwei Funktionen

 undy = 2x

y = 1
2 � 2x+1

ergeben denselben Graphen und sind
identisch.

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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VV
UU

ergibt den gleichen Graphen, wie
sich z. B. mit U leicht nachprü-
fen lässt.

ee$ �e�e%

Aee&

¡e¡e$

�¡e¡e&

Die Formvariablen a und c werden
geändert:

 als neuer Wert von aa � bc

c = 0
 bzw.y = a � bc

� bx + d
y = 2, 5� 31,5

� 3x − 2

VMan sieht, dass die Funktionsgra-
phen zur 1. Winkelhalbierenden
symmetrisch sind f und  alsof−1

tatsächlich Umkehrfunktionen sind.

Bildschirmfenster
geeignet wählen

Mit welchen Werten die Formvaria-
blen a, b, c und d dabei belegt sind,
spielt keine Rolle.

Beide Funktionsterme
im R-Editor einge-
ben, dabei die Formva-
riablen a, b, c und d
verwenden.

Bei der Funktion
  f : y = a � logb(x − c) + d
die Variablen x und y vertauschen,
die Gleichung dann nach y auflösen
(dies ergibt die Umkehrfunktion):

f−1 : y = b− d
a

� b
y
a

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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3 Trigonometrie

3.1 Polarkoordinaten, Sinus und Kosinus

3.1.1 Winkel in Grad

Die Zeichen Á und 

sowie der Umwand-
lungsoperator Ç'06
sind im Menü \
$1*/( zu finden.

Bruchteile von Winkelgraden kön-
nen entweder durch Dezimalstellen
oder in Bogenminuten (’) und Bo-
gensekunden (”) angegeben werden.

22,75° = 22°45’0”. 
Der TI-83 gibt Teile von Winkelgra-
den automatisch in Dezimalstellen
aus.

], dann mit Cursor
h und a die Option
'HJUHH auswählen
und mit¯ be-
stätigen.

Voreinstellung der Winkel auf
Gradmaß.

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte

3.1.2 Definition der Polarkoordinaten

Im kartesischen Koordinatensystem wird die Lage eines Punkt durch zwei Zahlen x und y,
nämlich seinen Abstand in x-Richtung (Abszisse) bzw. y-Richtung (Ordinate) von den Achsen
angegeben. Beispiel: P(4|3).

In Polarkoordinaten wird der Punkt P durch zwei andere Zahlen festgelegt: seinen Abstand r
zum Ursprung O und den Winkel θ der Halbgeraden [OP gegenüber der positiven x-Achse.
Derselbe Punkt P hat die Polarkoordinaten P(5|36,869898°).

VV,
aaaa��� ````���

Anzeige der
Koordinaten
[ �, \ �

dann mit Cursortasten Fadenkreuz
auf den Punkt P bewegen. Dabei
werden die Koordinaten x und y des
Fadenkreuzes am unteren Rand des
Displays angezeigt.

\\>)250$7@
5HFW*&

 

Anzeige des Cursors im Koordina-
tensystem auf kartesische Koordina-
ten einstellen; 

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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Das Zeichen ° ist
ebenfalls im Menü
\$1*/( zu finden.
Es ist zur Kennzeich-
nung des Winkels aber
nicht notwendig.

Ebenso geht die Umwandlung von
Polarkoordinaten in kartesische:
A(1|60°) ergibt A(0,5|0,87).

dann
����¯̄ ergibt U,
analog
5Ç3£����� für £�

Aus P(4|3) (kartesisch) ergibt sich
P(5|36,87°) (polar).

Im Menü\\$1*/(

Punkt ��5Ç3U� 
mit ¯̄
auswählen, 

Die Umwandlung von kartesischen
in Polarkoordinaten ist auch über
das Menü \ $1*/( möglich.

VV,
aaaa��� ````���

Anzeige der
Koordinaten
5 �, £ ���������

dann mit Cursortasten Fadenkreuz
auf den Punkt P bewegen. Dabei
werden die Koordinaten r und £ des
Fadenkreuzes am unteren Rand des
Display angezeigt.

\\>)250$7@

3RODU*&

*ULG2Q

$[HV2Q

/DEHO2Q

Anzeige des Cursors im Koordina-
tensystem auf Polarkoordinaten
einstellen; 

3.1.3 Der Einheitskreis in Polarkoordinaten, Sinus und Kosinus

Der Ortsvektor  des Punktes P(1|θ) hat die Länge 1 und den Richtungswinkel θ. Ein
→  

OP
solcher Vektor heißt Einheitsvektor . Alle Punkte P(1|θ) für  liegen auf dem→ 

e � F [0�;360�[
Einheitskreis k(O;1) um den Ursprung O mit dem Radius 1.
Die Funktionsgleichung des Einheitskreises in einem Polarkoordinatensystem ist sehr einfach:
r = 1 (konstanter Radius 1).

]]

Winkel: 'HJUHH

Funktionen:3RO
Die gewählten Einstel-
lungen werden mit
¯̄ bestätigt.

Voreinstellungen für die Darstellung
von Funktionen

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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\\>)250$7@
5HFW*&

Viel interessanter ist es, wenn man
das Anzeigeformat „kartesisch” für
den Cursorpunkt wählt...

U aa... oder
__...

Mit U kann man nun auf dem
Kreis „entlangfahren” und die
Koordinaten der Punkte des Kreises
anzeigen lassen. Für jeden Winkel £

ergibt sich der Radius U �.

V

SS
£PLQ �
£PD[ ���
£VWHS �
;PLQ ®®������
;PD[ ������
;VFO �
<PLQ ®®�
<PD[ �
<VFO �
Ein entsprechendes
Verhältnis der Einhei-
ten auf den Achsen
ergibt sich mit TT
��=6TXDUH

Damit die Einheiten auf den Achsen
am Bildschirm gleiche Länge haben,
müssen das x-Intervall und das
y-Intervall sich verhalten wie 47/31.
Wenn \PLQ = -1 und \PD[ = 1, so
ergibt sich für 
[PLQ= − 47

31 O −1, 5161290322581
und für 
[PD[= 47

31 O 1, 5161290322581

\\>7$%/(@Die Wertetabelle zeigt für U�
konstanten Wert 1.

R

für U� � ¯
eingeben

Eingabe der Funktionsgleichung des
Einheitskreises
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Schreibweise des
TI-83: Argument in
Klammern:
VLQ������
FRV����

Hinweis:
Schreibweise für Winkelfunktionen
auf Papier: Argument ohne Klam-
mern:
sin 23,9°,   cos 90°

VLQ���� ¯̄

VLQ������������

��� ¯̄

FRV���� ¯̄

FRV������������

��� ¯̄

Die Werte der Winkelfunktionen
Sinus und Kosinus für bestimmte
Winkel lassen sich mit dem GTR
auch direkt berechnen.

UU
�������������

¯̄

So ergibt sich z. B. 
 und sin48� O 0, 66913061
 odercos48� O 0, 74314483

und sin36, 8698976458� O 0, 6
.cos36, 8698976458� O 0, 8

Damit lassen sich die Werte für
Sinus und Kosinus am Einheitskreis
mit U ablesen.

Die y-Koordinate von P(1|α) heißt sin α (Sinus von α),
die x-Koordinate von P(1|α) heißt cos α (Kosinus von α).

UU �� ¯̄und erneut dem Kreis entlang fährt:
es werden die Polarkoordinaten von
P(1|48°) angezeigt und gleichzeitig
seine kartesischen Koordinaten
P(0,66913061|0,74314483).

3.1.4 Der Einheitskreis in kartesischen Koordinaten

Umgekehrt muss dann ein Punkt mit den kartesischen Koordinaten P(cos 48°|sin 48°) die
Polarkoordinaten P(1|48°) haben, oder Q(cos α|sin α) allgemein Q(1|α). Der Einheitskreis
lässt sich also auch in einem kartesischen Koordinatensystem zeichnen als Graph einer
Funktion in Parameterdarstellung:

x = cos α
y = sin α.
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UU
������

Gewünschte Werte für t lassen sich
auch direkt eingeben. Damit lassen
sich auch Funktionswerte enzeigen,
deren x-Koordinate bei der gewähl-
ten Fenstereinstellung nicht exakt
auf einen Bildpunkt fällt.

UDie x- und y-Koordinaten der
Punkte des Einheitskreises sind mit
U in Schritten von ∆t
abzulesen.

V

V,
...
«

Der Einheitskreis wird entgegen
dem Uhrzeigersinn gezeichnet. Mit
« kann das Zeichnen
abgebrochen, mit V wieder neu
gestartet werden.

S,
Daten eingeben

Bildschirmeinstellungen entspre-
chend wie oben.

R�für 
[�7 FRV�7�

\�7 VLQ�7� 
¯ eingeben

Beim TI-83 heißt der Parameter, der
den Winkel angibt, 7�

]]

Winkel: 'HJUHH

Funktionen:3DU

Als Voreinstellung für die Darstel-
lung von Funktionen Parameterdar-
stellung wählen

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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VLQ���� ¯̄

FRV���� ¯̄

Sinus und Kosinus sind natürlich
auch direkt zu berechnen.

��� ¯̄

3.1.5 Winkelfunktionen Sinus und Kosinus von besonderen Winkelmaßen

Die Winkel  kommen in gleichschenklig-rechtwinkligen und�F {0 �;30 �;45 �;60 �;90 �}
halben gleichseitigen Dreiecken vor, die vom Einheitsvektor und seinen kartesischen Koordi-
naten gebildet werden.

1

1

y

x

1
2 √3

1
2 √2 1

2

VLQ��� ¯̄

VLQ���� ¯̄

VLQ���� ¯̄

���
Ð���¯̄

VLQ���� ¯̄

���
Ð���¯̄

VLQ���� ¯̄

Der TI-83 wird als „normaler”
numerischer Taschenrechner zur
Berechnung von Sinus und Kosinus
für bestimmte Winkel verwendet.

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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\>7$%/(@ ``...
oderhh...

Mit geeigneter Schrittweite  WEO,
z. B. 5°, können die Funktionswerte
von VLQ�[� und FRV�[� durch
„scrollen” mit den Cursortasten
bestimmt werden.

Die Komplementbeziehung lässt
sich hier für weitere Winkelmaße
experimentell überprüfen.

RR
<� VLQ�[�
\� FRV�[�

sin(x) und cos(x) werden als Funkti-
onsterme im R-Editor eingegeben.

FRV��� ¯̄

FRV���� ¯̄

���
Ð���¯̄

FRV���� ¯̄

���
Ð���¯̄

FRV���� ¯̄

FRV���� ¯̄

sin0� = cos 90� = 1
2 0 = 0

sin30� = cos 60� = 1
2 1 = 1

2
sin45� = cos 45� = 1

2 2

sin60� = cos 30� = 1
2 3

sin90� = cos 0� = 1
2 4 = 1

Es zeigt sich, dass - zumindest für
diese Winkelmaße - die Komple-
mentbeziehung gilt:
        undsin� = cos(90� − �)
       cos� = sin(90� − �)

3.1.6 Beziehungen für Sinus und Kosinus

1

1

y

x

sin

cos
α

α

α

.
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In diesen Tabellen
kann mit dem Cursor
navigiert und die
Gleichheit der Terme
exemplarisch nachge-
prüft werden

Durch geeignete
Einstellung des
Anfangswerts und der
Schrittweite der
Tabelle mit
\7%/6(7 entstehen
Vergleichstabellen.

sin(180� − �) = sin�
cos(180� − �) = −cos�
sin(180� + �) = − sin�
cos(180� + �) = −cos�
sin(360� − �) = − sin�
cos(360� − �) = cos�

RR
\� VLQ�[�
\� VLQ�����[�
\� �FRV�[�
\� FRV�����[�

Aus dem Vergleich kongruenter
Dreiecke im 1. bis 4. Quadranten
des Einheitskreises ergeben sich die
Beziehungen für :� F]0�; 90�[

Auch diese Beziehung lässt sich für
beliebige Winkelmaße experimentell
überprüfen.

RR und
\� VLQ�[����FRV
�[���

Aus dem Satz des Pythagoras im
rechtwinkligen Dreieck im Einheits-
kreis ergibt sich die Beziehung

.sin2
� + cos2� = 1

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte

3.1.7 Bestimmung von Winkelmaßen
trigonometrische Gleichungen sin α = k und cos α = k

Da es im Intervall  jeweils zwei Winkel in verschiedenen Quadranten gibt, die� F [0�;360�[
den gleichen Sinus- bzw. Kosinuswert haben, haben auch die Gleichungen sin α = k und
cos α = k;  i. a. zwei Lösungen. Diese Winkel stehen zueinander in obigen Bezie-k F [−1;1]
hungen; der zweite Winkel kann danach aus dem ersten ermittelt werden.

\\VLQÑ����

����\\$16

Beispiel: sin� = 0, 3
gesucht ist der Winkel  mit �

, der diese Gleichung� F [0�;360�[
erfüllt.

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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\\FRVÑ�®®�����

����\\$16

Beispiel: cos� = −0, 609
Lösung:

 und  im�1 O 127, 52� �2 O 232, 48�

2. und 3. Quadranten.

\\VLQÑ�®®����
¡e¡e$

����

Diese Eingabe genügt,
da der Term mit dem
Rechenzeichen „+”
beginnt, wird automa-
tisch die letzte Ant-
wort davorgesetzt.

����ee$

Beispiel: sin� = −0, 73

Da der Rechner für α einen negati-
ven Winkel (im 4. Quadranten)
errechnet, müssen 360° addiert
werden, damit der gleiche Winkel,
aber mit positivem Vorzeichen
entsteht. Es ergeben sich dann die
Werte:

 und  im�1 O 226, 89� �2 O 313, 11�

3. und 4. Quadranten.

Nach der Beziehung
sin(180� − �) = sin�
hat diese Gleichung 2 Lösungen im
1. und 2. Quadranten:

 und �1 O 17, 46� �2 O 162, 54�
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3.2 Funktionen des Sinus, Kosinus und Tangens

3.2.1 Winkel in Bogenmaß

Zu einem Winkel mit dem Maß α gehört im Einheitskreis ein entsprechender Bogen  mit
I

AB
der Länge b.

α

1

1

B

A

bM

Mit der Maßzahl b der Länge dieses Bogens kann der Winkel ebenso festgelegt werden. Man
nennt dies „Bogenmaß”.
Es ergibt sich die Umrechnungsformel:

Gradmab Bogenmab
360� = 2 � � � 1 (Umfang des Einheitskreises)

1� = 2��
360

� = ���

180�

VLQ������������

� und nach Umschal-
ten auf Bogenmaß
VLQ����� ergeben
die gleichen Werte.

]]

Winkel auf 5DGLDQ
einstellen

Im Folgenden wird mit der Einstel-
lung „Bogenmaß” („5DGLDQ”)
gearbeitet.

����\�\¦�����

\\(175< mit
��\�\¦���

überscheiben

Umrechnung von Bogenmaß in
Gradmaß,
z. B. 0,35; 3�2

\\¦�����������

\\(175< mit ��
überscheiben

Umrechnung von Gradmaß in
Bogenmaß,
z. B. 44,3°; 90°

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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VLQÑ����Ð����
ergibt in Gradmaß
��Á, 
(nach Umschalten)  in
Bogenmaß
������������  
¦���

3.2.2 Sinusfunktion und Kosinusfunktion

VDer Funktionsgraph ist die
Sinuskurve. Die zwei Bögen mit
positiven und negativen y-Werten
(vom 1. bis zum 3. Nulldurchgang)
erstrecken sich auf der x-Achse über
eine Periode.

S

;PD[ ist hier als �¦
eingegeben; sofort nach
Bestätigung dieser
Eingabe wird der Wert
umgerechnet in nume-
rische ����������

\\ 7$%/(In der Wertetabelle lassen sich bei
geeigneter Einstellung der Schritt-
weite gesuchte Funktionswerte
ablesen.

\\ 7%/6(7
7EO6WDUW �
 7EO \\¦���

RR
\� VLQ�[�

Funktionsterm eingeben

]

Funktion auf )XQF�
Winkel auf 5DGLDQ
einstellen

Die Werte für sin(x) können als
Funktion von x betrachtet werden (x
wird hier in Bogenmaß angegeben).

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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TT 0(025<
¯̄

��6HW)DFWRUV���

z. B.
;)DFW �
<)DFW �

Die Funktion ist offenbar
periodisch. Dies wird augenfällig,
wenn der angezeigte Fensteraus-
schnitt mit T vergrößert wird.
Dazu werden zuerst die Vergröße-
rungsfaktoren eingestellt, z. B. 4.

Entsprechend lässt sich die Funktion
in positiver x-Richtung fortsetzen.
Auch dort hat der Graph die gleiche
typische Wellenform, die sich regel-
mäßig wiederholt.

Dies kann man auch in der Werteta-
belle verfolgen, indem in der
x-Spalte mit dem Cursor nach oben
über die Null hinaus gefahren wird.

Verfolgt man die Kurve mit U
in negativer x-Richtung (nach links)
über 0 hinaus in den negativen
x-Bereich, so zeigt sich, dass offen-
bar auch dort die Funktion sin x
definiert ist. Dabei verschiebt sich
das Achsenkreuz automatisch.

���¯Der gesuchte x-Werte kann zwar als
Term eingegeben werden, der
Rechner jedoch wandelt den Term
sofort in eine Dezimalzahl um.

UU
�¦������

Natürlich können mit U auch
im Funktionsgraphen Funktions-
werte numerisch bestimmt werden,
z. B. .sin 3�

2
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;PLQ ����������

<PLQ ����������

<PLQ ��

<PD[ �

Dass die maximalen und minimalen
y-Werte immer eins sind, wird z. B.
bei folgenden Fenstereinstellungen
deutlich:

2mal die Tastenfolge
T ��=RRP ,Q

¯¯

Das Vergrößern lässt sich auch
wieder rückgängig machen.

TT��=RRP 2XW

¯¯¯¯ (!)
bzw. mehr als sechzehn Perioden.

TT��=RRP 2XW

¯¯¯¯ (!)
Die Vergrößerung des Ausschnitts
zeigt mehr als vier Perioden,

Interessant ist es, die Sinuskurve dynamisch entstehen zu lassen als Projektion des rotierenden
Einheitsvektors entlang der θ-Achse. Dazu können am TI-83 der Einheitskreis und die
Sinuskurve gleichzeitig gezeichnet werden. Diese Darstellung erfordert den Parametermodus.

Für das Fenster wird x von -1 bis 2π
gewählt. 
Der Parameter t läuft von 0 bis 2π.

], Voreinstellung
5DGLDQ und 3DU

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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` oder hBeim Wechseln der Kurven mit̀
oder h bleibt die y-Koordinate
jeweils gleich.

UaaaUaaa���Mit U kann jeweils auf einer
der beiden Kurven entlanggefahren
werden.

So wird die Entsprechung der Lage
des „Zeichenstifts” auf dem
Einheitskreis und seiner Projektion
„nach rechts” augenfällig.

Neuzeichnen mit
V, Anhalten mit
«

Beide Kurven haben den gleichen
Term für die y-Koordinate; die
Sinuskurve hat als x-Koordinate den
Parameter t selbst, also die
„abgewickelte” Bogenlänge des
Punkts auf dem Einheitskreis.

V, Zeichnen
anhalten mit «

Während der Parameter t im Inter-
vall  läuft, wachsent F [0;2�[
Einheitskreis und Sinuskurve
gleichzeitig.

RR

;�7 FRV�7�

<�7 VLQ�7�

;�7 7

<�7 VLQ�7�

Eingabe des Einheitskreises
x = cos t
y = sin t  wie gehabt;

Sinuskurve „parametrisiert” als
x = t
y = sin t .
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Analog entstehen Wertetabelle und Graph der Kosinusfunktion:

V

V, evtl. anhalten
mit «

Graphen zeichnen.

R
;�7 7

<�7 FRV�7�

Parameter 7 mit Taste
f

Terme für Kosinusfunktion entspre-
chend eingeben:

x = t
y = cos t .

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte

Natürlich können Sinus und Kosinus am TI-83 auch als Funktionen eines Winkels in Gradmaß
dargestellt  werden:

 undy = sin�; � F [0�;360�[
.y = cos�; � F [0�; 360�[

RR
<� VLQ�;�
<� FRV�;�

Hinweis: der TI-83
lässt bei Funktionen im
Modus )XQF als
unabhängige Variable
nur ; zu, diese Varia-
ble wird mit Taste
ff oder mit
ee; erreicht.

y = sin α,
y = cos α

]]
Winkel: 'HJUHH

Funktion: )XQF

Voreinstellungen für Darstellung der
Funktionen wählen

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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Kurve wechseln mit
a oder_

U`h...Beim Verfolgen der Kurven mit
U und Wechseln von einer zur
anderen wird die Phasenverschie-
bung von Sinus und Kosinus um 90°
deutlich.

VBeide Graphen im gleichen Koordi-
natensystem anzeigen.

SFensterdaten geeignet einstellen

3.2.3 Tangensfunktion

O A

B

C

D
1

1

1

x

y

sin α

cos α
α

αtan
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Das Dreieck ∆OBC im Einheitskreis hat die Hypotenusenlänge 1 und die Kathetenlängen sin α
und cos α. Es ist ähnlich dem Dreieck ∆OCD mit den Katheten 1 und tan α. Daraus ergibt
sich

 tan�
1 = sin�

cos� Z

 als Definition für tan α.tan� = sin�
cos�

So sieht der fertiggezeichnete Graph der Tangensfunktion
aus. 

Bei  und  ist nicht definiert.x = �

2 x = 3�
2 tanx

Es erscheint jeweils eine senkrechte Asymptote. Dies ist eine
Täuschung. Der TI-83 berechnet die Funktionswerte für alle
x-Werte im Fensterbereich. Zwischen zwei um ∆x benach-
barten Punkten wird dann im Modus &RQQHFWHG der
Graph interpoliert, d. h. als Gerade durchgezogen.

V
x2(x) = 1
y2(x) = tan x

stellt die Länge des Tangens an der Stelle x = 1 dar,
x2(x) = x
y2(x) = tan x

die Tangensfunktion selbst, aufgetragen gegen x.

]]

Funktion: 3DU

RR
;�7 �

<�7 WDQ�7�

;�7 7

<�7 WDQ�7�

\\7$%/(Es fällt auf, dass für den Wert
 bei beiden Funk-x =1,570796...O �

2
tionen ein Fehler angezeigt wird.
Für  ist dies klar, da für y3 = sinx

cosx
 der Nenner cos x = 0 wird.x = �

2
Damit ist auch tan x für diese Stelle
nicht definiert und für alle weiteren
x mit cos x = 0.

]]

Winkel: 5DGLDQ

Funktion: )XQF

RR
<� VLQ�;��FRV�;

�

<� WDQ�;�

Diese Definition des Tangens
stimmt mit der im TI-83 vorgegebe-
nen überein, wie sich anhand einer
Wertetabelle für

 undy3 = sinx
cosx

 leicht nachprüfen lässt.y4 = tanx

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte

3 Trigonometrie Seite 33



]] )XQFBei der Darstellung im Modus
)XQF ist diese Einschränkung des
Definitionsbereichs nicht möglich.
Alle Perioden des Tangens im
Fensterausschnitt werden angezeigt.

SS
7PLQ �

7PD[ ����������

Beim Vergrößern des Ausschnitts
des Funktionsgraphen im Modus
3DU wird nur eine Periode des
Tangens dargestellt.
Es deutet sich an, dass die Werte-
menge von tan α ganz  ist.g

` oder h

UWechselt man beim Entlangfahren
auf der Kurve mit U vom
Einheitskreis zum Tangens und
zurück, so sieht man Sinus- und
Kosinuswert (Einheitskreis) bzw.
Tangenswert zum jeweils gleichen
Winkel 7 bzw. 

b)Dies kann man im Modue )XQF
verhindern 
a) durch den Modus 'RW oder 
b) indem man die Fenstereinstellun-
gen so wählt, dass die Definitions-
lücke bei  genau auf einen zux = �

2
berechneten Bildpunkt (Pixel) des
Displays fällt.

Im Beispiel liegen kurz vor  ein Punkt sehr weit imx = �

2
positiven y-Bereich, der nächste kurz nach  sehr weitx = �

2
im negativen y-Bereich. Dazwischen wird eine quasi
senkrechte Strecke gezogen, die wie die Asymptote
erscheint.
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3.2.4 Tan α von besonderen Winkelmaßen

√3

1
3 √3

11

1 x

y

RR
<� WDQ�;�

\\7EO

∆7EO ��

RR7$%/(

Die gleichen Funktionswerte sind
auch in der Wertetabelle mit Schritt-
weite ∆7EO �� abzulesen.

WDQ���

WDQ����

���
Ð�

WDQ����

WDQ����

Ð�

WDQ����

ergibt eine Fehlermel-
dung, da tan 90° nicht
definiert ist.

tan0� = 0
tan30� = 1

3 3

tan45� = 1
tan60� = 3

 nicht definiert!tan90�

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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3.2.5 Bestimmung von Winkelmaßen
trigonometrische Gleichungen tan α = k

Im Intervall  nimmt die Funktion tan α  jeden Funktionswert zweimal an. Die� F [0�;360�[
Gleichung  hat also in  immer zwei Lösungen in verschiedenentan� = k; k F g � F [0�;360�[
Quadranten.

\\
7$1Ñ�®\®\Ð����

�\\¦

�\\¦

Voreinstellung 
]] 5DGLDQ

\\7$1Ñ���

�\\¦

Dieselben Gleichungen für α in
Bogenmaß mit � F [0;2�[

\\
7$1Ñ�®\®\Ð����

����

����

Beispiel:
tan� = − 3
Lösungen im 2. und 4. Quadranten:
�1 = 120�; �2 = 300�

Voreinstellung 
]] 'HJUHH
\\7$1Ñ���

����

Beispiel:
tan� = 1
gesucht sind die Winkel α mit 

, die diese Gleichung� F [0�;360�[
erfüllen.
Lösung:
�1 = 45�; �2 = 225�
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3.3 Winkelfunktionen im rechtwinkligen Dreieck

3.3.1 Sinus und Kosinus im rechtwinkligen Dreieck

Dreieck ∆ABC sei ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck. Man legt es so, dass eine Ecke B auf
O und die Kathete a auf der x-Achse liegt. Die Dreiecke ∆ABC, ∆A’BC’ (mit C’ auf dem
Einheitskreis) und ∆A”BC” (mit A”  auf dem Einheitskreis) sind ähnlich (gleiche Winkel).

1B

y

xC
C" C'

A

A'

A"

b

a

1

c

1

sin

cos

tanα

α

α

α

 Also gilt:

 A��C��

A��B
= AC

AB
Z

sin�
1 = b

c Z

.sin� = b
c =

Gegenkathete
Hypotenuse

Ferner:

 BC��

A��B
= BC

AB
Z

cos�
1 = a

c Z

,cos� = b
c = Ankathete

Hypotenuse

und:

 A�C�

BC�

= AC

BC
Z

tan�
1 = b

a Z

.tan� = b
a =

Gegenkathete
Ankathete
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3.3.2 Berechnungen im rechtwinkligen Dreieck

�����WDQ����

�����FRV����

�����

Beispiel:
(!)b = 4, 7[cm], � = 90�, � = 59�

tan� = b
c Z c = b

tan�

cos� = b
a Z a = b

cos�
� = 90� − �

Ergebnis:
, ,c O 2, 82[cm] a O 9, 13[cm]

� = 31�

�����FRV����

�����WDQ����

������

Beispiel:
a = 4, 5[cm], � = 41�, � = 90�

cos� = a
c Z c = a

cos�

tan� = b
a Z b = a � tan�

� = 90� − �

Ergebnis:
, , c O 5, 96[cm] b O 3, 91[cm]

� = 49�

\\WDQÑ��������

\\WDQÑ��������

Ð�����������

Beispiel:
, , a = 5, 0[cm] b = 6, 2 [cm] � = 90�

tan� = a
b

tan� = b
a

c = a2 + b2

Ergebnis:
, , � O 38, 88� � O 51, 96�

c O 7, 96[cm]

\\VLQÑ��������

���\\$16

Ð�����������

Beispiel:
, , a = 6, 1[cm] c = 8, 0[cm] � = 90�

sin� = a
c

� = 90� − �

b = c2 − a2

Ergebnis:
, , � O 49, 69� � O 40, 31�

c O 5, 18[cm]
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\\FRVÑ������
����¡e¡e$

�����VLQ�\\$16

���ee$

Beispiel:
b = 3, 8[cm], c = 8, 2[cm], � = 90�

cos� = b
c

sin� = a
c Z a = c � sin�

� = 90� − �

Ergebnis:
, , � O 62, 39� a O 7, 27[cm]

� O 27, 71�

3.3.3 Umrechnung von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten

P

x

y
r

x

y

O
θ

Die kartesischen Koordinaten x und y des Punkts P und die Polarkoordinate r bilden ein recht-
winkliges Dreieck. Nach dem Satz des Pythagoras ergibt sich: 

r2 = x2 + y2
J

r = x2 + y2

Aus der Definition des Tangens:

folgt:    tan� =
Gegenkathete

Ankathete
tan� =

y
x

\\Ð�®®��������

\\WDQÑ���®�®��

\\$16����

Beispiel:
A(-1|1)

Der TI-83 liefert für die Gleichung
tan(α) = -1 die Lösung α = -45°,
der Punkt läge also im 4. Quadran-
ten. Der Punkt A liegt aber im
2. Quadranten. Folglich müssen
180° addiert werden, da

tan α = tan (α + 180°).
Ergebnis:
A(1,41|135°)

\\Ð�����������

\\WDQÑ��������

Beispiel:
P(4|2,5)

Ergebnis:
P(4,72|32°)
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3.3.4 Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren  und  ist definiert als→ a =
ax
ay

→ 
b =

bx
by

 .→ a "
→ 
b =

ax
ay

"
bx
by

= ax � bx + ay � by

Ergibt das Skalarprodukt = 0, so stehen sie Vektoren senkrecht aufeinander:

.ax � bx + ay � by = 0Z
→ 
a ]

→ 
b

¯... ergibt die Lösung
.wy = −8

ee62/9(Solver-Algorithmus durchführen...

�
��eeZ
��� �Gleichung eingeben

Die Gleichung kann
mit dem Gleichungslö-
ser 62/9( gelöst
werden.

o
��6ROYHU¯

Aufgabe: 
Welche y-Koordinate muss der

Vektor  haben, damit→ w =
3

wy

der senkrecht zu  steht?→ v =
4

1, 5
Gleichung:

3 � 4+ wy � 1, 5= 0

®®���
���
��

Die Vektoren bilden
einen rechten Winkel.

Beispiel:

→ a =
−2, 5

2
;

→ 
b =

8
10

Ergebnis: 
−2, 5

2
"

8
10

= 0

�
®®���
�Beispiel:

→ a =
5
2

;
→ 
b =

−3
1

Ergebnis: 
5
2

"
−3
1

= −13
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Distributivgesetz
1
2

"
3
4

�
−2
5

=

1
2

"
3
4

�
1
2

"
−2
5

Kommutativgesetz
1
2

"
3
4

=
3
4

"
1
2

Dazu werden die
Vektoren 

,  und 
1
2

3
4

−2
5

auf die Listenvariablen
Ã�, Ã� und Ã�
gespeichert.

Das Kommutativ- und das Distribu-
tivgesetz der skalaren Muktiplika-
tion von Vektoren lässt sich
exemplarisch durch Rechnung
bestätigen.

und ̄̄

\\/,67

0$7+ ��VXP¯̄
VXP�\\^®®���\\
`
\\^®®��®®�\\
`�

\\(175<, dann alte
Zahlen überschreiben

Sind mehrere Skalarprodukte
nacheinander zu berechnen, so
bietet sich z. B. folgendes Vorgehen
an:

\\^���\\`
¡\¡\Ã�
\\^���\\`
¡\¡\Ã�

\\/,67
0$7+ ��VXP¯̄
VXP�Ã�
Ã��

Das Skalarprodukt kann auch auf
andere Weise mit dem TI-83
berechnet werden.
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3.3.5 Winkel zwischen Vektoren

Für das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren  und  → 
a

→ 
b

gilt: → 
a "

→ 
b = a � b � cos'

\\48,7

<�������

\\
Ð������������

\\$16������

y-Koordinate des Punktes  auf gP0
an der Stelle x = 2,56 ermitteln,

Länge des Vektors  berechnen.
→  

PP0

Ergebnis: d(P;g) = 2, 4

RR
<� ���;��

Funktionsgleichung der Geraden in
R-Editor eingeben

oo
��6ROYHU¯̄

��;�����
����
;

� �

ee62/9(

ergibt x = 2,56

Beispiel:
Abstand d(P;g) des Punktes P(4|2)
von der Geraden g: y = 3

4x + 2
Lösung:

Sei 
→  

QT =
4
3

mit Q F g undT F g

Gesucht: P0 F g mit
→  

QT]
→  

PP0

J

→  
QT"

→  
PP0 = 0

J

4
3

"

x − 4
3
4x + 2 − 2

= 0

\\
FRVÑ��®®�
®®���

®®�����\\Ð��®®
����������\�\Ð�

�®®������®®����
��

Beispiel:
Gegeben: Vektoren

  und → a =
−3
4

→ 
b =

−5
−3

Gesucht: Winkel ϕ zwischen den
Vektoren

cos' =
→ a"

→ 
b

a�b

]] 'HJUHH

���
�
FRV������
��

Beispiel:
Gegeben: 
Vektoren , und → 

a = (7, 5[ 35� )
.→ 

b = (4 [ 270� )

Gesucht: → 
a "

→ 
b
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3.4 Berechnung von Dreiecken mit dem Sinus- und Kosinussatz

Mit Hilfe des Sinussatzes und des Kosinussatzes können in jedem Dreieck, das durch hinrei-
chend viele Seitenlängen und Innenwinkelmaße definiert ist, alle übrigen Stücke berechnet
werden. Zusätzlich lässt sich der Flächeninhalt ermitteln.  Die Fallunterscheidung erfolgt wie
bei den Kongruenzsätzen (drei Seiten gegeben: „sss” usw.). 

3.4.1 Dreieck aus den drei Seiten (sss)

c

ab

A B

C

α β

γ

Zur Berechnung des Winkels α wird der Kosinussatz angewandt:
a2 = b2 + c2 − 2bc � cos�

.Z cos� = b2+c2−a2

2bc

Entsprechend für den Winkel β:
b2 = a2 + c2 − 2ac � cos�

.Z cos� = a2+c2−b2

2ac

Der Winkel γ ergibt sich nach der Winkelsumme im Dreieck:
� + � + � = 180�

Z � = 180� − � − �

a) Schrittweise manuelle Berechnung

����A�����A����
�A�����
���
���
�¯

\FRVÑ�
\>$QV@�¡
e'¯

Das Ergebnis für α
wird auf ' zwischen-
gespeichert

cos� = 6,42+7,22−4,52

2�6,4�7,2

Beispiel:
a = 4,5 [cm], b = 6,4 [cm],
c = 7,2 [cm]

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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����ee'�\\
>$QV@

 � O 180� − 38, 07372693� −
−61, 28838946�

����A�����A����
�A�����
���
���
� ¯̄

\\FRVÑ�
\\>$QV@� ¯̄

cos� = 4,52+7,22−6,42

2�4,5�7,2

b) Automatische Berechnung in einem Programm

Beim Editieren des Programms im Programmeditor können
die meisten Befehle durch erneutes Drücken der Taste qq
aus den Gruppen für Kontrollstrukturen&7/ und für Ein-
und Ausgabe,�2 ausgewählt und mit̄̄ direkt in
den Programmcode kopiert werden.

&OU+RPH
'LVS �666�
3URPSW $�%�&
FRVÑ��%¾�&¾�$¾�
���
%
&��Ü'
FRVÑ��$¾�&¾�%¾�
���
$
&��Ü(
����'�(Ü)
'LVS �$/3+$���'
'LVS �%(7$���(
'LVS �*$00$���)

Als Variablennamen stehen im
TI-83 leider nur die (Groß-)
Buchstaben A bis Z zur Verfügung;
für die Winkel α, β und γ wurden
daher die Variablen ', ( und )
gewählt.

Programmname
eingeben

qq
1(:�
��&UHDWH 1HZ

Editieren eines neuen Programms
unter dem Namen „SSS”
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Ergebnis:
, , � O 38, 07� � O 61, 29� � O 80, 64�

Eingabe der Daten
jeweils mit ¯
bestätigen.

Beispiel:
a = 4,5 [cm], b = 6,4 [cm],
c = 7,2 [cm]

... und mit zweimal
Tastē  gestartet.

Das Programm wird
dann mitq (;(&
und Nummer, z. B.
��666 ausgewählt ...

Starten des Programms und Eingabe
der Daten;
dabei muss darauf geachtet werden,
dass die Längen der Dreiecksseiten
a, b, c die Dreiecksungleichungen
erfüllen:

,  und a < b+ c b< a+ c c< a + b

3.4.2 Dreieck aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel (sws)

c

ab

A B

C

α β

γ

Gegeben seien die Seiten a und c sowie der von ihnen eingeschlossene Winkel β.

Aus dem Kosinussatz  folgt zur Ermittlung von b:b2 = a2 + c2 − 2ac � cos�
.b = a2 + c2 − 2ac � cos�

Für α ergibt sich aus dem Kosinussatz :a2 = b2 + c2 − 2bc � cos�

.cos� = b2+c2−a2

2bc

Der Winkel γ ergibt sich nach der Winkelsumme im Dreieck:
� + � + � = 180�

.� = 180� − � − �

Sind statt a, c und β andere Seiten des Dreiecks und der eingeschlossene Winkel gegeben, so
sind die Variablen in den Formeln entsprechend zu vertauschen. 
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a) Schrittweise manuelle Berechnung

����\\>$16@���
��

� = 180� − � − �

�\\>$16@������
������������

\\>$16@
����

\\FRVÑ�\\>$16@

cos� = b2+4,22−6,52

2�b�4,2

\\Ð������������
��
���
���

FRV�������

b =
6, 52 + 4, 22 − 2 � 6, 5� 4, 2� cos 42,5�

Beispiel:
a = 6,5 [cm], c = 4,2 [cm],
β = 42,5°

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte

b) Automatische Berechnung in einem Programm

&OU+RPH
'LVS �6:6�
3URPSW $
3URPSW &
,QSXW
�%(7$ "��(
Ð�$¾�&¾��
$
&
F
RV�(��Ü%
FRVÑ��%¾�&¾�$¾�
���
%
&��Ü'
����'�(Ü)
'LVS �%���%
'LVS �$/3+$���'
'LVS �*$00$���)

qq
1(:�
��&UHDWH 1HZ
6:6 ¯̄

Programm „SWS” editieren
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Ergebnis:
, , b O 4, 43[cm] � O 97, 68�

� O 39, 82�

Start mitq (;(&
und Nummer, z. B.
��6:6 ausgewählt
und mit zweimal Taste
¯ gestartet.

Beispiel:
a = 6,5 [cm], c = 4,2 [cm],
β = 42,5°

3.4.3 Dreieck aus zwei Seiten und dem Gegenwinkel der größeren Seite (Ssw)

c

ab

A B

C

α β

γ

Es seien die Seiten a und c (a>c) gegeben und der Winkel α.

Nach dem Sinussatz gilt:
 bzw. .c

sin� = a
sin� sin� = c�sin�

a

β erhält man nach dem Innenwinkelsatz:
� + � + � = 180�

.� = 180� − � − �

Der Sinussatz:  liefertb
sin� = a

sin�

.b =
a�sin�
sina

a) Schrittweise manuelle Berechnung

�
VLQ����������

\\VLQÑ�\\>$16@

sin� = 4,0�sin63,1�

4,9

Beispiel:
a = 4,9 [cm], c = 4,0 [cm],
α = 63,1°
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���
VLQ�\\>$16

@�VLQ������
b =

4,9�sin�
sin63,1�

���������\\>$1

6@
� = 180� − 63, 1� − �

b) Automatische Berechnung in einem Programm

Start mitq (;(&
und Nummer, z. B.
��66:* ausgewählt
und mit zweimal Taste
¯ gestartet.
Eingabe der Daten:

Beispiel:
a = 4,9 [cm], c = 4,0 [cm],
α = 63,1°

&OU+RPH

'LVS �6!6:�
,QSXW
�$�$!&� "��$
3URPSW &
,QSXW
�$/3+$ "��'
VLQÑ�&
VLQ�'��$
�Ü)
����'�)Ü(
$
VLQ�(��VLQ�'�
Ü%
'LVS �*$00$���)
'LVS �%(7$���(
'LVS �%���%

qq
1(:�
��&UHDWH 1HZ
6:6 ¯̄

Neues Programm „SWS” editieren
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Ergebnis:
, , b O 5, 17[cm] � O 70, 18�

� O 46, 72�

3.4.4 Dreieck aus zwei Seiten und dem Gegenwinkel der kleineren Seite (sSw)

c

a
a

b
b

A B

C

C

α ββ

γ

γ1

1

1

1

2

2

2

2

c

ab

A B

C

α β

γ

c

a

A B
α

Es seien die Seiten a und c (a<c) gegeben und der Winkel α. Wie aus der Zeichnung ersicht-
lich, ist die Konstruktion nicht eindeutig! Je nach Größe der Seite a im Verhältnis zu c und α
kann der Kreis um B mit Radius a den freien Schenkel von α zweimal, genau einmal oder
überhaupt nicht schneiden.

Sinussatz für γ:
, daraus folgt:c

sin� = a
sin�

.sin� = c�sin�
a

Wenn , dann gibt es im Intervall ]0°,180°[ zwei Winkel γ, deren sin γ diesen Wertc�sin�
a < 1

hat, die Gleichung hat dann zwei Lösungen.

Für gibt es genau 1 Lösung, nämlich γ = 90°, für gibt es keine Lösung.c�sin�
a = 1 c�sin�

a > 1

Aus der Winkelsumme ergibt sich dann:
, und nach dem Sinussatz folgt:� = 180� − � − �

 bzw. .b
sin� = a

sin� b =
a�sin�
sin�

a) Schrittweise manuelle Berechnung

���
VLQ��������

VLQÑ�\\$16�

¡e¡e*

����ee*

¡e¡e+

( wird auf Variable�1

sin� = 6,4�sin35�

2,5
�2 = 180� − �1

Beispiel:
a = 3,8 [cm], c = 6,1 [cm], α = 30°
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Ergebnis:
, b1 O 7, 85[cm], �1 O 90, 34�

�1 O 54, 66�

, b2 O 2, 64[cm], �2 O 19, 66�

�2 O 125, 34�

���
VLQee%�V

LQ����

���
VLQee&�V

LQ����

b1 =
4,5�sin�1

sin35�

b2 =
4,5�sin�2

sin35�

�������ee*

¡e¡e%

�������ee+

¡e¡e&

( wird auf Variable�1
% gespeichert, 

auf &)�1

�1 = 180� − 35� − �1
�2 = 180� − 35� − �2

* gespeichert, 
 auf +)�1

b) Automatische Berechnung in einem Programm

Da hier drei mögliche Typen von Fällen unterschieden
werden müssen, ergibt sich ein Programm mit zwei
geschachtelten zweiseitigen Auswahlstrukturen „,) ���

7+(1 ��� (/6( ��� (1'”. Diese Struktur wird auch
im Struktogramm sichtbar:

qq
1(:�
��&UHDWH 1HZ
66:. ¯̄

Neues Programm „SSWK” editieren
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&OU+RPH
'LVS �6�6:�
,QSXW
�$�$�&� "��$
3URPSW &
,QSXW
�$/3+$ "��'
&
VLQ�'�Ü*
,I $!*
7KHQ
VLQÑ�&
VLQ�'��$
�Ü)
����'�)Ü(
$
VLQ�(��VLQ�'�
Ü%
'LVS �%����%
'LVS �%(7$����(
'LVS
�*$00$����)
'LVS �:(,7(5�
7$67(�
:KLOH JHW.H\ �
(QG
&OU+RPH
����)Ü)
����'�)Ü(
$
VLQ�(��VLQ�'�
Ü%
'LVS �%����%
'LVS �%(7$����(
'LVS
�*$00$����)
(OVH
,I * $
7KHQ
Ð�&¾�$¾�Ü%���Ü)
����'Ü(
'LVS �%���%
'LVS �%(7$���(
'LVS �*$00$���)
(OVH
'LVS �.(,1(
/2(681*�
(QG
(QG

Struktogramm:

Schreibe
b; �; �

Schreibe
b1; �1; �1
b2; �2; �2

Setze b =

c2 − a2
Setze b1 =
a�sin�1

sin�
Setze b2 =
a�sin�2

sin�

Setze � =
90� − �

Setze �1 =
180� − � − �1
Setze �2 =
180� − � − �2

Schreibe:
„keine
Lösung”

Setze 
y = 90�

Berechne 
�1 und�2

a=d(B;AC)
sonst

Wenn
dann

Setze
sin� = c�sin�

a

a>d(B,AC)
sonst

Wenn
dann

Lies a, c, α (a<c)
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Ergebnis:
, b1 O 7, 85[cm], �1 O 96, 62�

�1 O 53, 38�

, b2 O 3, 02[cm], �2 O 23, 38�

�2 O 126, 62�

Zum Zeichen, dass das
Programm noch läuft
und auf einen Tasten-
druck wartet, wandert
rechts oben ein kleiner
schwarzer Streifen.

Start mit qq(;(&

und Nummer; z. B.
��66:. ausgewählt
und mit zweimal Taste
¯̄ gestartet.
Eingabe der Daten:

Beispiel:
a = 3,8 [cm], c = 6,1 [cm], α = 30°

3.4.5 Flächeninhalt eines Dreiecks

Der Flächeninhalt eines Dreiecks ergibt sich z. B. bei zwei gegeben Seiten und dem einge-
schlossenen Winkel nach der Definition des Sinus:

c

ab

A B

C

α β

γ

hc

Fläche: A = 1
2 � c � hc

Höhe:  sin� = hc
a Z hc = a � sin�

H A = 1
2a c � sin�

���
���
���
VLQ

����
Beispiel:
a = 4,1 [cm]; c = 5,9 [cm]; β = 84°
Ergebnis:
A O 12, 03[cm2]
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4 Abbildungen im Koordinatensystem

4.1 Figuren Zeichnen am TI-83

Streckenzüge im Koordinatensystem lassen sich als Liste der Koordinatenpaare ihrer Punkte
darstellen. Geradlinig begrenzte Figuren, z. B. Dreiecke, können so als geschlossener Strek-
kenzug aufgefasst werden, bei dem der erste Punkt als letzter wiederholt wird.

Beispiel: ∆ABC mit A(-1|1), B(3|1) und C(1|3)
y

x

A(-1|1)

B(3|-1)

C(1|3)

O 1

1

Solche Koordinatenpaare können am TI-83 in zwei verschiedenen Weisen verwendet werden:

oder
gg (',7

��(GLW...
In der gg-Tabelle
stehen die Listen Ã�
der x-Koordinaten und
Ã� der y-Koordinaten
in den senkrechten
Spalten nebeneinander.

Die Listenelemente können auf die
Variablen gespeichert oder in der
Tabelle editiert werden; sie stehen
dann automatisch auch in der jeweils
anderen Form zur Verfügung.

^���������`¡¡
Ã�
^��������`¡¡
Ã�

Die x-Koordinaten
sind in Liste Ã�, die
y-Koordinaten in Liste
Ã� gespeichert. Die
Koordinaten des ersten
Punkts sind an letzter
Stelle wiederholt.

a) als Paar von Listen, die u. a. in
einer Kalkulationstabelle bearbeitet
und im Koordinatensystem gra-
phisch dargestellt werden kann,

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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>>������@>�����
�@@

b) als Vektoren bzw. als Spalten in
zweireihigen Matrizen, mit denen
Matrizenoperationen möglich sind.

Je nach Darstellung - als Listen oder als Matrizen - stehen am TI-83 unterschiedliche
Werkzeuge zur Manipulation dieser Objekte zur Verfügung. Die Objekte können auch jeweils
von der einen in die andere Form transformiert werden.

4.1.1 Dreieck eingeben und zeichnen

SS
;PLQ ����
;PD[ ���
;VFO �
<PLQ ����
<PD[ ���
<VFO �
;UHV �

Dazu muss der Zeichenbereich ...

Die Spalten Ã� und Ã� der Tabelle können nun als (verbundene) Punkte im Koordinatensy-
stem graphisch dargestellt werden.

\\48,7

\\^®®������®®�
\\`¡\¡\Ã�

\\Ã�

Diese Daten stehen nun auch als
Variable Ã� und Ã� zur Verfügung,
bzw. könnten auch direkt auf Ã�
und Ã� eingegeben werden.

x- und y-Koordinaten
in Spalte Ã� und Ã�
eingeben

Dabei werden die Koordinaten des
ersten Punkts an letzter Stelle
wiederholt.

gg(',7

��(GLW... ̄̄
In der Kalkulationstabelle des Stati-
stik-Moduls stehen maximal sechs
Spalten zur Verfügung, die den
Listenvariablen Ã� bis Ã� entspre-
chen. Die Koordinaten des Dreiecks
werden in dieser Tabelle
eingegeben.
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Fensterdaten geeignet
wählen und dann
V

Beispiel:
Schrägbild einer quadratischen
Pyramide,
geschlossener Streckenzug aus 11
Punkten.

gg(',7

��(GLW... ̄̄
Koordinaten der
Eckpunkte in Liste Ã�
und Ã� eingeben.

Auch Projektionen dreidimensiona-
ler Körper können gezeichnet wer-
den. Dazu müssen die räumlichen
Koordinaten der Eckpunkte entspre-
chend einer geometrischen Projek-
tion in ebene Koordinaten trans-
formiert werden. Dann ist ein durch-
gehender Streckenzug zu finden und
dessen Punkte als Listen
einzugeben.

U a und _Eckpunkte abfahren und ihre Koor-
dinaten anzeigen

Im R-Editor alle
anderen Graphen
deaktivieren, dann
V

Dreieck zeichnen

Mit ¯ die entspre-
chenden Optionen
markieren:
Typ: durchgezogen
XList: L1
YList: L2
Zeichen:Punkt

\\ 67$7 3/27

��3ORW���� ¯̄

führt zu einem Unter-
fenster für die Zeich-
nung 3ORW�

... und die Zeichenformatierung
festgelegt werden.
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4.1.2 Transformation von Listen in Matrizen und umgekehrt

z. B.  gesetzt.yB = 1

Mit pp(',7

��>$@ ¯̄

können nun einzelne
Elemente der Matrix
>$@ editiert werden,

erneut ̄  ergibt:

zum Test:
pp 1$0(6
��>$@¯̄

/LVWÇPDWU�\\Ã�
�\\Ã��pp
��>$@¯̄�
pp1$0(6 ��>$@
¯ p¯ p0$7+
��Ö¯¡¯¡
pp1$0(6 ��>$@

Die Listen Ã� und Ã� werden als
Spalten der Matrix >$@ gespei-
chert. Damit aus den Listen die
Zeilen der Matrix werden, muss
>$@ mit Ö transponiert, d. h. Zeilen
und Spalten vertauscht werden.

pp 0$7+ ¯̄
��/LVWÇPDWU�

a) Eine direkte Umwandlung von
Listen in eine Matrix ist mit einem
Befehl möglich. Die Matrix hat dann
die Spaltenzahl der Anzahl der
Listen und die Zeilenzahl der Länge
der Listen.
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Die Programme
können leicht editiert
werden mit den in den
Menüs q &7/

und q ,�2
enthaltenen Befehlen.

Bei den Programmen LM und ML
haben die Listen je 4 Elemente (1.
Element wird als 4. wiederholt,
damit sich ein geschlossener Strek-
kenzug ergibt), die Matrix ist aber
nur eine 2x3-Matrix.

qq 1(: bzw.
(',7

Zur Umwandlung zweier Listen in
eine Matrix (LM) bzw. einer Matrix
in zwei Listen (ML) eignen sich
auch kleine Programme:

Mit Cursor h ` zu
löschende Liste
auswählen, mit ̄
löschen; entsprechend
mit nicht benötigten
Matrizen verfahren.

��/LVW... ̄̄

Mit \ 0(0

��'HOHWH... ̄

0DWUÇOLVW�pp
1$0(6 ��>$@¯̄
pp0$7+
��Ö¯̄�
\\Ã��\\Ã��
und zur Kontrolle
\\Ã� und 
\\Ã�

pp 0$7+ ¯̄
��0DWUÇOLVW�

Umkehrung: Die Spalten der Matrix
>$@ werden als Listen Ã� und Ã�
gespeichert.
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Aufruf des Programms
0/ mit q (;(&
��0/

Aufruf des Programms
/0 mit q (;(&
��/0
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4.2 Parallelverschiebung

Ein Dreieck  wird durch Parallelverschiebung um den Vektor  abgebildet auf�ABC
→ v =

vx
vy

das Dreieck :�ABC

�ABC

→ v =
vx
vy
[ �A�B�C�

Jeder Punkt wird abgebildet, indem zu seinen Koordinaten die entsprechenden Komponenten
des Verschiebungsvektors addiert werden.

 mitA(xA [ yA)

→ v =
vx
vy
[ A�(xA� [ yA� )

 undxA� = xA + vx
.yA� = yA + vy

V

Mit \ 67$7 3/27

Zeichnung des Bild-
dreiecks vereinbaren

\\Ã�

�®®�¡\¡\Ã�

\\Ã�

�®®���¡\¡\Ã�

Am TI-83 können die Kompo-
nenten des Verschiebungsvektors
zur ganzen Liste der x- bzw.
y-Koordinaten der Punkte addiert
werden.

Beispiel: 

∆ABC mit A(-1|1), B(3|-1), C(1|3), → v =
−3

−1, 5

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte
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4.3 Zentrische Streckung

4.3.1 Streckungszentrum im Ursprung

Ein Dreieck  wird durch zentrische Streckung mit dem Streckungszentrum Z(0|0)�ABC
abgebildet auf das Dreieck .�ABC

�ABC
Z(0[0); k
[ �A�B�C� mit k � 0

Jeder Punkt wird abgebildet, indem man seine Koordinaten mit den entsprechenden Kompo-
nenten des Verschiebungsvektors multipliziert.

 mitA(xA [ yA)
Z(0[0); k
[ A�(xA� [ yA� )

 undxA� = k � xA
.yA� = k � yA

V

®���¡e.

Die folgenden Zeilen
werden mit je dreimal
\(175< aus dem
Speicher geholt und
mit ¯ neu aus-
gewertet.

Durch systematisches Variieren von
k (k>1, k=1, 0<k<1, -1<k<0,  k=-1,
k<-1) wird die Zentrische Streckung
empirisch untersucht. Die Variation
von k ist mit dem TI-83 sehr einfach
durchzuführen.

V

���¡e¡e.

\\Ã�


ee.¡\¡\Ã�

\\Ã�


ee.¡\¡\Ã�

Hier werden die Koordinatenlisten
der Punkte mit dem Streckungs-
faktor k multipliziert.

Beispiel: 
∆ABC mit A(-1|1), B(3|-1), C(1|3), k = 0,8
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4.3.2 Streckungszentrum in beliebigem Punkt

Ein Dreieck  wird durch zentrische Streckung mit dem Streckungszentrum �ABC Z(xZ [ yZ)
abgebildet auf das Dreieck .�A�B�C�

�ABC
Z(xZ[yZ); k
[ �A�B�C� mit k � 0

Für jeden einzelnen Punkt gilt:

.A(xA [ yA)
Z(0[0); k
[ A�(xA� [ yA� )

Aus der Vektordarstellung der Abbildungsgleichung

 folgen die Gleichungen für die Bildkoordinaten:
x�

y�
= k �

x
y

�
(1 − k) xZ
(1− k) yZ
 undx� = k � x + (1 − k) � xZ
.y� = k � y + (1 − k) � yZ

VV
TT��=RRP 2XW

mit den zoom-Faktoren
;)DFW � und
<)DFW �

Da die Bildfigur hier teilweise
außerhalb des Bildfensters liegt,
muss mit T der Bildausschnitt
vergrößert werden.

Je dreimal \(175<Neues Streckungszentrum bei
Z(-1|-1).

V

��¡e¡e.

ee.
\\Ã�����

.�
�¡\¡\Ã�

ee.
\\Ã�����

.�
�¡\¡\Ã�

Obige Abbildungsgleichungen wer-
den am TI-83 auf die Listen Ã� und
Ã� angewandt, in denen die x- bzw.
die y-Koordinaten der Punkte
stehen.

Beispiel: 
∆ABC mit A(-1|1), B(3|-1), C(1|3), 
  k =-1, Z(1|1)
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UDas Hin- und Herspringen zwischen
Ur- und Bildpunkten mit U
zeigt die jeweiligen Punktkoor-
dinaten an.

4.4 Drehung

4.4.1 Multiplikation von Matrizen

Zwei Matrizen können multipliziert werden, wenn die Spaltenzahl der ersten und die Zeilen-
zahl der zweiten übereinstimmen. Das Ergebnis ist eine Matrix mit der Zeilenzahl der ersten
und der Spaltenzahl der zweiten.

a11 a12
a21 a22
a31 a32

"
b11 b12 b13
b21 b22 b23

=
a11 � b11 + a12 � b21 a11 � b12 + a12 � b22 a11 � b13 + a12 � b23
a21 � b11 + a22 � b21 a21 � b12 + a22 � b22 a21 � b13 + a32 � b23
a31 � b11 + a32 � b21 a31 � b12 + a32 � b22 a31 � b13 + a32 � b23

Ergebniselement Zeile 2 Spalte 3 ist die Summe der Produkte entsprechender Elemente aus
Zeile 2 der 1. Matrix und Spalte 3 der 2.

Ist z. B. die zweite Matrix nur einspaltig, also ein Vektor, so vereinfacht sich die
Multiplikation:

a11 a12
a21 a22

"
b1
b2

=
a11 � b1 + a12 � b2
a21 � b1 + a22 � b2

, A"
→ 
b =

→ 
b�

d. h. Matrix A multipliziert mit Vektor  ergibt wieder einen Vektor .
→ 
b

→ 
b

>>���@>���@@

\\(175<

>>�@>�@@

Beispiel:

; A =
1 2
3 4

→ v =
5
6

Ergebnis:

A"
→ v =

1 � 5 + 2 � 6
3 � 5 + 4 � 6

=
17
39
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pp 1$0(6 ��>
(@
pp1$0(6
��>%@

>>���@>���@@
¡p¡p 1$0(6
��>(@ ¯̄

Die Matrix , bei der aufE =
1 0
0 1

der Diagonalen Einsen und sonst
nur Nullen stehen, heißt „Einheits-
matrix”. Die Multiplikation einer (in
Zeilenzahl passenden) Einheitsma-
trix mit einer bliebigen Matrix (oder
Vektor) lässt dies unverändert.

Die Matrizen (und
Vektoren) können
auch im Matrixeditor
p (',7 einge-
geben und verändert
werden.

zweimal \\(175<
¡p¡p1$0(6
��>$@ ¯̄

>>�@>�@@¡¡
pp 1$0(6
��>%@ ¯̄

pp1$0(6
��>$@ ¯̄

pp 1$0(6
��>%@ ¯̄
Hinweis: die Varia-
blennamen >$@� >%@
usw. sind nur über das
Menü pp erreich-
bar, nicht über die
einzelnen Tasten >, $,
@�

Beispiel:

; A =
1 2
3 4

→ 
b =

1
1

Ergebnis:

A"
→ 
b =

1 � 1 + 2 � 1
3 � 1 + 4 � 1

=
3
7
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4.4.2 Drehung um den Ursprung

Ein Punkt P(x|y) wird um den Ursprung O(0|0) um den Winkel α gedreht; es ergibt sich der
Bildpunkt P’(x’|y’):

.P(x [ y)
O(0[0); �
[ P�(x� [ y�)

P(x|y)

P'(x'|y')

O

y

x

α

Die Abbildungsgleichungen
x� = x � cos� − y � sin�
y� = x � sin� + y � cos�

lassen sich auch in Matrixform schreiben:

, bzw.  ,
x�

y�
=

cos� −sin�
sin� cos�

"
x
y

→  
OP� = A"

→  
OP

wobei  und  die Ortsvektoren der Punkte P und P’ sind, und A die Abbildungsmatrix
→  

OP
→  

OP�

ist.

>$@
>%@ ergibt A"
→ 
p

→ 
p� =

2, 098076211..
2, 366025404..

Der Wert von sin 30°
wird im Augenblick
der Eingabe (̄ )
numerisch ausgewertet
und durch 8,866025...
ersetzt.

A auf >$@,  auf >%@ speichern
→ 
p

Abbildungsmatrix A im
Matrixeditor editieren

Beispiel:

P(3 [ 1)
O(0[0); �=30�

[ P�(x� [ y�)
Abbildungsmatrix A:

A =
cos 30� −sin30�

sin 30� cos30�
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Natürlich kann man die Abbildungs-
gleichungen auch einzeln für die x-
und y-Koordinaten schreiben und
die entsprechenden Operationen auf
die Listen Ã� und Ã� anwenden.

VGraphen für die Listen Ã� und Ã�
bzw. Ã� und Ã� vereinbaren und
zeichnen.

analog

pp 0$7+
��0DWUÇOLVW�>%@
Ö�Ã��Ã��

0DWUÇOLVW�>&@Ö�
Ã��Ã��

Beide Dreiecke können im Koordi-
natensystem gezeichnet werden.
Dazu werden die Matrizen B und C
mit den Koordinaten der Ur- und
Bildpunkte in Listen Ã� und Ã�
bzw. Ã� und Ã� umgeformt.

>$@
>%@¡¡>&@
Ergebnismatrix C =

0 0 −3
1 4 1

Bildpunkte: A’(0|1), B’(0|4), C’(-3|1)

Matrix >%@ der drei
Ortsvektoren editieren

Die Ortsvektoren der drei Eck-
punkte A, B und C können als
Spalten einer dreispaltigen Matrix B
geschrieben werden:

B =
1 4 1
0 0 3

Abbildungsmatrix >$@
editieren

Beispiel:

mit�ABC
O(0[0); �
[ �A�B�C�

A(1|0), B(4|0), C(1|3) und α = 90°.

4 Abbildungen im Koordinatensystem  Seite 65



V

4.4.3 Drehung um beliebigen Punkt

Ein Punkt P(x|y) wird um das Zentrum  um den Winkel α gedreht; es ergibt sichZ(xZ [ yZ)
der Bildpunkt P’(x’|y’):

.P(x [ y)
Z(xZ[yZ); �
[ P�(x� [ y�)

O

y

x

P(x|y)

P'(x'|y')

α

Z(x |y )Z Z

Diese Abbildung kann aus drei bekannten Abbildungen zusammengesetzt werden, die nachein-
ander ausgeführt werden:

- P um den entgegengesetzten Ortsvektor von Z auf P* verschieben (Z wandert dadurch
in den Ursprung O)

- P* um den Ursprung O auf P** drehen

- P** um den Ortsvektor von Z auf P’ „zurück” verschieben

Es ergibt sich die Abbildungskette
→  

OP� = A" (
→  

OP� −
→  

OZ)�
→  

OZ
x�

y�
=

cos� −sin�
sin� cos�

"
x
y
�

−xZ
−yZ

�
xZ
yZ

z. B. gg (',7Beispiel:
∆ABC mit A(-1|1), B(3|-1), C(1|3),
Z(-1|-1), α = 45°
∆ABC auf Listen Ã� und Ã�
speichern
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qq(;(& ��0/

���
VV

Ergebnismatrix >'@ auf Ã� und Ã�
speichern und Graphen zeichnen

>$@
�>&@�>%@��>

%@¡¡>'@
Abbildungskette durchführen

Da x- und y-Koordi-
nate hier gleiche Werte
haben, kommt auf alle
Elemente der Matrix
>%@ der Wert -1

Verschiebungsvektor   in drei
→  

OZ
Spalten von Matrix >%@ speichern

Drehmatrix >$@ editieren

qq(;(& ��/0Ã� und Ã� auf Matrix >&@
speichern

4.5 Achsenspiegelung an einer Ursprungsgeraden

xO

y

ϕ P(x|y)

P'(x'|y')

g

P(x [ y)
g
[ P�(x� [ y�); g : y = m � x

bedeutet eine Achsenspiegelung des Punktes P(x|y) an einer Ursprungsgeraden g mit dem
Steigungswinkel ϕ. Die Abbildungsgleichung in Matrixform lautet

, wobei die Abbildungsmatrix
→  

OP� = A"
→  

OP

 mit A =
cos 2' sin2'
sin 2' −cos2'

tan' = m
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Dadurch kann am
TI-83 die Matrizen-
multiplikation entfallen
und durch einfache
Umspeicherung der
Listen ersetzt werden.
®Ã�¡Ã� und
®Ã�¡Ã�

Bei Achsenspiegelung an den
Koordinatenachsen oder an den
Winkelhalbierenden vereinfacht sich
die Abbildungsmatrix.
Beispiel: g: y = -x

;A =
0 −1

−1 0
die Abbildungsgleichungen:

x’ = -y
y’ = -x

V

evtl. U
Koordinaten der Bildpunkt können
mit U „abgefahren” werden.

RR

<� ����;

Markierung des
Graphen „gepunktet”

Funktionsgleichung der Spiegel-
achse g eingeben

Abbildung durchführen, Ergebnis
auf Matrix [D] speichern und in
Listen umwandeln.

Der TI-83 ersetzt
diesen Term sofort
durch einen nummeri-
schen Wert.

Beim Editieren der
Abbildungsmatrix
>$@ wird für den
Winkel ϕ der Term
WDQÑ������

eingesetzt.

Beispiel:
∆ABC mit A(-1|1), B(3|-1), C(1|3),
g: y = -1,5 x
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4.6 Orthogonale Affinität, Scherung

Bei beiden Abbildungen ändert sich jeweils nur 1 Koordinate, daher sind entsprechenden
Gleichungen einfacher, ebenso die Manipulationen am TI-83.

4.6.1 Orthogonale Affinität zur x-Achse

x� = x
y� = k � y

V

U

Springt man mit U von Dreieck
zu Dreieck, so zeigt sich, dass die
x-Koordinaten entsprechender
Punkte unverändert bleiben.

Liste Ã� mit den
y-Koordinaten mit
k = 0,5 multiplizieren,
Ã� unverändert lassen

Beispiel:
∆ABC mit A(-1|1), B(3|-1), C(1|3);
k = 0,5

DisplayTastenfolgeArbeitsschritte

4.6.2 Scherung an der x-Achse

x� = x − tan' � y
y� = y

V

U

Springt man mit U von Dreieck
zu Dreieck, so zeigt sich, dass die
y-Koordinaten entsprechender
Punkte unverändert bleiben.

Ã��WDQ�����
Ã�

¡¡Ã�

Ã�¡¡Ã�

Beispiel:
∆ABC mit A(-1|1), B(3|-1), C(1|3);
ϕ = -45°
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4.6.3 Abbildung von Funktionen

Da der TI-83 kann nur numerisch Rechnungen durchführen und keine symbolischen Manipula-
tionen. Daher können auch nur Koordinaten von Punkten abgebildet werden und keine
(symbolischen) Funktionsterme mit Variablen. So ist es nicht möglich, von einer Urfunktion
die Bildfunktion ermitteln zu lassen und dann evtl. von beiden den Graphen zu zeichnen. Aller-
dings kann man von der Urfunktion eine größere Anzahl von Punkten berechnen (und
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zeichnen) lassen und diese dann rechnerisch abbilden. Der Graph dieser Bildpunkte entspricht
dann weitgehend dam Graphen der eigentlich gesuchten Bildfunktion.

VDie Zeichnung zeigt den um 45°
gedrehten Graphen einer Parabel.
Dieser Bildgraph ist keine Funktion,
nur eine Relation.

Die Abbildungsgleichungen werden
auf die Koordinatenlisten Ã� und
Ã� angewandt.

UMan kann auch auf diesem Graphen
(der Listen Ã� und Ã�) mit U
entlangfahren.

\\ 67$7 3/27 ...
und
VV

Diese Punktmenge wird über \
67$7 3/27 graphisch dargestellt
und entspricht dem Graphen, der
sich aus R \� ;Ò�� ergäbe. 

VHT� über \\
&$7$/2*� dort
blättern bis „s”, ̄̄
VHT�;�;��������
�¡¡Ã�

VHT�;Ò���;�����
����¡¡Ã�
ergibt zwei Listen mit
je 41 Elementen

Die x-Koordinaten werden mit
VHT� in äquidistanter Folge von -2
bis 2 mit Schrittweite 0,1 auf der
Liste Ã� gespeichert,

die Folge der zugehörigen y-Koor-
dinaten mit der entsprechenden
Anweisung nach dem Bildungsge-
setz: .x2 − 1

Beispiel:

f(x) : y = x2 − 1
O(0 0); 45�
[ f �(x)

im Intervall x F [−2;2]
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